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MỞ ĐẦU

1. Lịch sử vấn đề và lí do chọn đề tài

Các bài toán biên tuyến tính đối với phương trình, hệ phương trình đạo

hàm riêng trong các miền với biên trơn đã được các nhà toán học nghiên cứu

khá hoàn thiện ở nữa đầu thế kỷ XX. Các bài toán biên loại dừng trong các

miền trơn đã được G. Fichera (1972), D. Ginbarg và N. Trudinger (1983),

L. C. Evans (1998) nghiên cứu nhờ phép phân hoạch đơn vị để đưa bài toán

đang xét về bài toán trong toàn không gian và nửa không gian. Các bài toán

biên không dừng trong các hình trụ với đáy là miền có biên trơn được nghiên

cứu nhờ phép biến đổi Laplace hoặc phép biến đổi Fourier để đưa về bài toán

dừng với tham biến trong miền trơn.

Từ giữa thế kỷ XX, bài toán biên tổng quát đối với phương trình elliptic

trong miền với biên kỳ dị đã được nghiên cứu, các kết quả quan trọng về

tính đặt đúng của bài toán cũng như tính trơn và tiệm cận của nghiệm

trong miền với các điểm nón trên biên đã nhận được từ công trình của V.

A. Kondratiev (1977,1998). Tiếp theo, một số nhà toán học như P. Grisvard

(1985), M. Dauge (1988), E. V. Frolove (1994), V. A. Kozlov, V. G. Maz’ya,

J. Rossmann (1997, 2001) V. A. Kozlov, V. G. Maz’ya (1988) đã dựa trên

các phương pháp của V.A.Kondrat’ev để nghiên cứu các bài toán biên đối

với các hệ dừng trong các miền với các điểm kỳ dị trên biên.

Cho đến những năm của thập niên 90 của thế kỷ XX, bởi các phương pháp

như là phép biến đổi Fourier, phép biến đổi Laplace... chưa đủ mạnh để giúp

chúng ta khẳng định những kết quả quan trọng của các bài toán không dừng

trong các miền không trơn. Cuối thế kỷ XX, nhờ phương pháp cắt thiết diện,

bài toán không dừng đã được xét trên một thiết diện như là một bài toán

dừng trong các công trình của Nguyễn Mạnh Hùng cùng đồng sự. Với phương

pháp này, bài toán không dừng với hệ số phụ thuộc thời gian đã được nghiên

cứu, thể hiện ở tính đặt đúng của bài toán không dừng trong miền bất kỳ

và biểu diễn tiệm cận của nghiệm gần điểm nón trên biên. Các kết quả về

tính giải được, tính trơn của nghiệm suy rộng theo biến thời gian đối với bài

toán biên ban đầu thứ nhất, thứ hai trong các trụ với đáy là miền với biên

bất kỳ, đáy là miền chứa điểm nón, điểm góc cũng đã nhận được. Biểu diễn



2

tiệm cận của nghiệm gần điểm nón của bài toán biên tổng quát đối với hệ

hyperbolic trong trụ với đáy là miền chứa điểm nón cũng đã nhận được sau

đó. Nhìn lại, các kết quả đạt được của các bài toán không dừng mới chỉ xét

trong các trụ hữu hạn có đáy là miền không trơn và trong trường hợp với

đáy là miền chứa điểm không phải là điểm nón thì dáng điệu tiệm cận của

nghiệm gần điểm kì dị là như thế nào. Đơn cử cho các kết quả của Nguyễn

Mạnh Hùng cùng các cộng sự (2004, 2005), của Vũ Trọng Lưỡng cùng cộng

sự (2011) nhận được sau đó đã nghiên cứu bài toán không dừng parabolic

trong các trụ vô hạn. Tính chính quy của nghiệm của bài toán biên tổng

quát trong trụ vô hạn với đáy chứa điểm nón được Nguyễn Mạnh Hùng và

Nguyễn Thành Anh (2008) đưa ra khi xét bài toán biên ban đầu đối với hệ

không dừng parabolic cấp hai trong trụ hữu hạn với đáy là đa giác.

Với những kết quả quan trọng của bài toán giá trị biên ban đầu đối với

phương trình elliptic của các nhà khoa học V. A. Kondratiev, V. G. Maz’ya

và B. A. Plamenevskii đạt được trong các miền trụ không trơn khác nhau

như miền với điểm nón, miền với đáy là đa giác..., đã có một số công trình

của Nguyễn Mạnh Hùng cùng các cộng sự đạt được về tính duy nhất nghiệm,

tính chính quy, biểu diễn tiệm cận nghiệm gần điểm kỳ dị (điểm nón, điểm

lùi). Đặc biệt, tính trơn của nghiệm suy rộng theo biến thời gian của bài

toán giá trị biên ban đầu thứ nhất đối với phương trình hyperbolic bậc cao

trong trụ vô hạn với biên bất kỳ của Nguyễn Mạnh Hùng (2007), trong công

trình của Bùi Trọng Kim (2008), sự tồn tại duy nhất của nghiệm suy rộng

của bài toán hỗn hợp thứ nhất đối với phương trình hyperbolic cấp cao trong

trụ không trơn vô hạn đã được khẳng định.

Phương trình truyền sóng phi tuyến với cấu trúc tắt dần trên miền trơn

bất kỳ mà trong đó là hệ đàn hồi với cấu trúc tắt dần đã được nhiều nhà

toán học trong và ngoài nước quan tâm, nghiên cứu trong khoảng bốn thập

kỉ trở lại đây. Đặc biệt quan tâm tới kết quả của Fan, Li và chen (2013) đã

thu được sự tồn tại của nghiệm mềm trong các không gian Banach với hằng

số tắt dần ρ ≥ 2 và hàm phi tuyến f là hàm Lipschitz theo biến thứ hai.

Năm 2014, Fan và Gao đã thu được biểu diễn tiệm cận của nghiệm của hệ

đàn hồi với cấu trúc tắt dần trong không gian Banach.

Trước những kết quả đạt được đặt ra vấn đề nếu bổ sung hạng tử nhiễu

phi tuyến vào phương trình hyperbolic nửa tuyến tính xét trong trụ không

trơn vô hạn thì tính giải được của bài toán như thế nào; Thay vì miền với
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điểm nón, điểm lùi, điểm góc... là miền với cạnh thì tính giải được, tính

chính quy của nghiệm theo biến thời gian của bài toán biên ban đầu đối

với phương trình hyperbolic sẽ ra sao. Ở khía cạnh khác, cách tiếp cận giải

quyết bài toán biên ban đầu đối với phương trình hyperbolic trong miền có

cạnh có giống như cách tiếp cận của cùng bài toán trong miền có điểm lùi,

điểm nón không. Thêm nữa, trong quá trình nghiên cứu về hệ đàn hồi đối

với cấu trúc tắt dần, chúng tôi nhận thấy rằng các kết quả đạt được về sự

tồn tại, tính phân rã của nghiệm mềm của bài toán mới chỉ đạt được đối với

lớp hàm phi tuyến có tính chất Lipschitz, các toán tử trong phương trình xét

trên miền trơn. Chính từ những vấn đề nêu trên, dẫn chúng tôi vào nghiên

cứu bài toán biên đối với một số lớp phương trình truyền sóng trong miền

không trơn. Trong đó chúng tôi nghiên cứu sự tồn tại nghiệm yếu toàn cục,

nghiệm yếu địa phương của bài toán giá trị biên ban đầu đối với phương

trình hyperbolic nửa tuyến tính trong các trụ không trơn, trong các miền có

cạnh. Hơn nữa, chúng tôi nghiên cứu nghiệm mềm phân rã theo tốc độ mũ

của bài toán giá trị ban đầu không địa phương đối với phương trình vi phân

cấp hai phi tuyến trong không gian Banach với cấu trúc tắt dần trên miền

trơn và không trơn.

2. Tổng quan nghiên cứu

Như đã đề cập trong mục Lí do chọn đề tài, việc nghiên cứu tính đặt đúng,

tính trơn của nghiệm theo cả biến thời gian, biến không gian, biểu diễn tiệm

cận của nghiệm của bài toán biên ban đầu đối với phương trình hyperbolic

phi tuyến trong các miền không trơn nói chung, trong hình trụ không trơn

vô hạn, miền có cạnh nói riêng là một vấn đề rất khó và hiện nay rất được

quan tâm. Song song cùng vấn đề này, việc nghiên cứu sự tồn tại nghiệm

mềm, các tính chất của nghiệm mềm của phương trình vi tích phân với cấu

trúc tắt dần, bậc phân số... bởi việc ứng dụng các công cụ của giải tích cũng

rất được quan tâm. Chúng tôi điểm qua một số kết quả tiêu biểu theo hướng

nghiên cứu này. Một trong những kết quả đáng được chú ý đó là sự tồn tại

nghiệm hay không tồn tại nghiệm toàn cục đã được khảo sát bởi J. L. Lions

(1969), D. H. Sattinger (1968, 1975), H. A. Levine (1974), M. Can (1997), B.

Zheng (2004). Trong công trình của mình, J. L. Lions đã đưa ra sự tồn tại

nghiệm trong hình trụ hữu hạn với đáy bất kỳ bởi phương pháp compact và

kỹ thuật Faedo-Galerkin. Trong phương trình của bài toán, ông đã xét toán

tử L = ∆ và hạng tử phi tuyến f(x, t, u) = |u|pu.
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Trước những kết quả đạt được của V. A. Kondrat’ev, V. A. Konzlov, V.

Maz’ya, J. Rossmann đối với phương trình elliptic trong các miền không trơn:

như miền nón, miền trơn từng mảnh, miền lùi, miền nhị diện, miền nón có

cạnh, miền đa diện. Sử dụng kết quả của bài toán phổ liên kết với phương

trình elliptic tổng quát trong các miền có cạnh, sự tồn tại duy nhất nghiệm,

tính trơn của nghiệm đã được khẳng định trong không gian L2 Sobolev có

trọng, không gian Hölder có trọng đã được khảo sát. Nguyễn Mạnh Hùng

cùng các đồng sự đã đạt được một số kết quả đáng kể về tính trơn của nghiệm

theo biến thời gian của phương trình hyperbolic cấp hai

n∑
i,j=1

∂

∂xi

(
aij(x, t)

∂u

∂xj

)
+ a(x, t)− utt(t) = f(x, t), (x, t) ∈ Ω× (0,∞),

u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0, x ∈ Ω

u(x, t) = 0, (x, t) ∈ ∂Ω× (0,∞)

trong trụ vô hạn với đáy không trơn (2007); Đối với bài toán hỗn hợp xét

với hệ phương trình hyperbolic mạnh cấp cao trong trụ không trơn vô hạn

nhờ phương pháp xấp xỉ Galerkin, thành phần ở vế phải là f(x, t), kết quả

đạt được là sự tồn tại duy nhất nghiệm suy rộng; bằng phương pháp xấp xỉ

biên, sự tồn tại duy nhất và tính trơn của nghiệm theo biến thời gian của bài

toán giá trị biên đối với hệ phương trình hyperbolic trong trụ không trơn với

đáy là miền lùi (2006, 2008); Bởi việc áp dụng phương pháp xấp xỉ Galerkin,

chuyển qua bài toán elliptic trên miền chứa điểm nón, tính giải được duy

nhất, tính chính quy, biểu diễn tiệm cận của nghiệm gần điểm nón đã đạt

được đối với bài toán giá trị biên ban đầu đối với phương trình hyperbolic

cấp cao (2013)

utt(t) +
∑

|α|,|β|≤m

(−1)α∂α
(
aαβ(x, t)∂βu(t)

)
= f(x, t), (x, t) ∈ Q,

Bju = 0, trên S, j = 1, · · · ,m,
u(x, 0) = ut(x, 0) = 0, x ∈ G.

Khi nghiên cứu bài toán giá trị biên ban đầu đối với phương vi phân cấp hai

trong không gian Banach với cấu trúc tắt dần, các kết quả đạt được đối với

toán tử đàn hồi, toán tử tắt dần, tính chất của nửa nhóm sinh bởi hệ đàn

hồi cùng cấu trúc tắt dần, sự tồn tại nghiệm, biểu diễn tiệm cận của nghiệm

cũng đã được khẳng định. G. Chen và D. L. Russell (1982) đã đạt được một
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số kết quả về hệ thức liên hệ giữa các toán tử đàn hồi A và tắt dần B. của
hệ

utt(t) + But(t) +Au(t) = 0, t > 0

u(0) = x0, ut(0) = y0.

Các kết quả tiếp theo mà trong đó đáng quan tâm là công trình của H. Fan,

Y. Li và P. chen (2013). Áp dụng lý thuyết nửa nhóm các toán tử và định

lý điểm bất động, hai nhà khoa học Fan và Li đã thu được sự tồn tại của

nghiệm mềm trong các không gian Banach của hệ đàn hồi với cấu trúc tắt

dần với hàm phi tuyến f(t, p) là hàm Lipschitz theo biến thứ hai

(ESSD)

utt(t) + ρAut(t) +A2u(t) = f(t, u(t)), 0 < t < T,

u(0) = x0, ut(0) = y0.

Dựa trên kết quả của lý thuyết nửa nhóm ổn định mũ, H. Fan và F. Gao đã

thu được biểu diễn tiệm cận của nghiệm mềm của hệ đàn hồi tuyến tính với

cấu trúc tắt dần và hệ (ESSD).

Qua việc tiếp nhận về những kết quả đã nêu trên, cho chúng tôi thấy rằng

còn nhiều vấn đề cần nghiên cứu đối với các bài toán giá trị biên ban đầu

đối với phương trình hyperbolic phi tuyến trong các trụ không trơn vô hạn,

trong các miền có cạnh và bài toán giá trị ban đầu đối với phương trình vi

phân cấp hai trong không gian Banach với cấu trúc tắt dần, một dạng trừu

tượng của phương trình truyền sóng với cấu trúc tắt dần. Chính bởi cách

nhìn nhận này, chúng tôi quan tâm nghiên cứu tới những vấn đề:

• Sự tồn tại duy nhất nghiệm yếu trên [0,+∞) của bài toán giá trị biên

ban đầu thứ nhất đối với phương trình hyperbolic phi tuyến bậc cao

trong trụ không trơn vô hạn với thành phần nhiễu phi tuyến.

• Sự tồn tại duy nhất nghiệm yếu trên [0, T ] (0 < T < +∞) của bài toán

giá trị biên ban đầu đối với phương trình hyperbolic cấp hai phi tuyến

trong một số miền có cạnh.

• Sự tồn tại nghiệm mềm phân rã theo tốc độ mũ của bài toán giá trị

biên ban đầu không địa phương đối với phương trình vi phân cấp hai phi

tuyến với cấu trúc tắt dần trên miền trơn và không trơn.
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3. Mục đích, đối tượng và phạm vi nghiên cứu

Chúng tôi nghiên cứu sự tồn tại, tính duy nhất, nghiệm yếu trên [0,+∞)

trong các không gian Sobolev có trọng của bài toán biên ban đầu đối với các

phương trình hyperbolic nửa tuyến tính cấp cao trong các miền trụ không

trơn; nghiên cứu sự tồn tại duy nhất nghiệm yếu, tính chính quy theo biến

thời gian của nghiệm yếu trên [0, T ] (0 < T < +∞) của bài toán biên ban

đầu đối với phương trình hyperbolic cấp hai nửa tuyến tính trong miền có

cạnh, miền nón có cạnh. Thêm nữa, chúng tôi nghiên cứu sự tồn tại nghiệm

mềm phân rã theo tốc độ mũ của bài toán giá trị biên ban đầu không địa

phương đối với phương trình vi phân cấp hai nửa tuyến tính với cấu trúc tắt

dần trên miền trơn và không trơn có điểm nón trên biên.

4. Phương pháp nghiên cứu

• Trong luận án, chúng tôi sử dụng phương pháp Galerkin, các định lý

nhúng, áp dụng phương pháp điểm bất động, chuyển qua bài toán tuyến

tính và áp dụng một số kết quả về toán tử sinh ra từ bài toán elliptic

trong miền kì dị.

• Áp dụng độ đo không compact, phương pháp điểm bất động đối với ánh

xạ nén.

5. Kết quả của luận án

• Sự tồn tại duy nhất nghiệm yếu trên [0,∞) của bài toán biên ban đầu

đối với phương trình hyperbolic nửa tuyến tính cấp cao trong trụ không

trơn.

• Sự tồn tại duy nhất và tính chính quy của nghiệm yếu trên đoạn [0, T ]

trong không gian Sobolev có trọng của bài toán biên ban đầu đối với

phương trình hyperbolic nửa tuyến tính cấp hai trong miền có cạnh và

nón có cạnh.

• Sự tồn tại và tính phân rã theo tốc độ mũ của nghiệm mềm của bài toán

giá trị ban đầu không địa phương đối với phương trình vi phân cấp hai

nửa tuyến tính trong không gian Banach với cấu trúc tắt dần trên miền

trơn và không trơn, thành phần phi tuyến trong phương trình được xét

đến thuộc lớp hàm có giá trị trong không gian Banach liên tục bị chặn.
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Các kết quả của luận án là mới, có ý nghĩa khoa học, và góp phần vào việc

hoàn thiện các kết quả thu được trước đó của bài toán biên đối với phương

trình truyền sóng trên một số miền không trơn.

6. Cấu trúc của luận án

Luận án gồm 4 chương:

Chương 1: Một số kiến thức chuẩn bị

Chương 2: Bài toán biên ban đầu đối với phương trình hyperbolic nửa tuyến

tính trong trụ không trơn

Chương 3: Bài toán Dirichlet-Cauchy đối với phương trình hyperbolic nửa

tuyến tính trong các miền đa diện

Chương 4: Phương trình truyền sóng nửa tuyến tính với cấu trúc tắt dần.
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Chương 1

MỘT SỐ KIẾN THỨC CHUẨN BỊ

1.1. Không gian các hàm, hội tụ yếu, định lý nhúng

Trong mục này, chúng tôi giới thiệu một số không gian hàm; hội tụ yếu và

các định lý nhúng áp dụng trong các không gian Sobolev.

1.2. Một số bất đẳng thức

Gagliardo-Nirenberg, Cauchy, Young, Hölder, Gronwall.

1.3. Một số kiến thức căn bản về lí thuyết toán tử

Các kiến thức căn bản về lí thuyết toán tử bị chặn được chúng tôi nhắc

lại trong mục này.

1.4. Một số bổ đề nhúng trong miền có cạnh, bài toán Dirichlet đối với

phương trình elliptic cấp hai trong miền đa diện

Miền có cạnh và một số bổ đề nhúng. Thêm nữa, xét bài toán Dirichlet

đối với phương trình elliptic cấp hai.

1.5. Một số bổ đề nhúng và bài toán Dirichlet đối với hệ elliptic mạnh

trong miền nón có cạnh

Miền nón có cạnh và một số bổ đề nhúng. Bổ đề nhúng ứng với bài toán

Dirichlet.

1.6. Một số kiến thức căn bản về lí thuyết nửa nhóm các toán tử tuyến

tính bị chặn

Trong mục này, chúng tôi nhắc lại một số định nghĩa, tính chất của nửa

nhóm toán tử tuyến tính bị chặn và một số nửa nhóm quan trọng.

1.7. Một số kiến thức căn bản về độ đo không compact và ánh xạ nén

Các khái niệm và tính chất của độ đo không compact được chúng tôi nhắc

lại, trong đó độ đo không compact Hausdorff và định lý về điểm bất động

của ánh xạ nén ứng với độ đo không compact được đề cập.
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Chương 2

BÀI TOÁN BIÊN BAN ĐẦU ĐỐI VỚI PHƯƠNG TRÌNH

HYPERBOLIC NỬA TUYẾN TÍNH TRONG TRỤ KHÔNG TRƠN

2.1. Thiết lập bài toán

Giả sử Ω ⊂ Rn, n ≥ 2 là miền bị chặn có biên ∂Ω không trơn, Q =
Ω× (0,∞), S = ∂Ω× (0,∞). Ta xét bài toán:

utt + (−1)mLu+ F (x, t, u,Du, · · · , D2m−2u) = h, (x, t) ∈ Q, (2.3)

u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0, x ∈ Ω, (2.4)

∂ju

∂νj

∣∣∣
S

= 0, j = 0, 1, · · · ,m− 1, (2.5)

ở đó hàm h : Q → R là hàm đã cho, hàm phi tuyến tổng quát F có dạng
F =

∑
0≤|α|≤m−1

(−1)|α|DαFα(x, t, u,Du, · · · , Dm−1u), (x, t) ∈ Q, trong đó

tồn tại hàm A = A(x, t, vα, |α| ≤ m− 1) sao cho Fα =
∂A

∂vα
liên tục trên Q

và với tất cả t ∈ [0,+∞), x ∈ Ω các điều kiện sau thỏa mãn

|Fα(x, t, v0, v1, · · · , vm−1)| ≤ C
(

1 +
∑

|α|≤m−1

|vα|p+1
)
, (2.6)

|Fα(x, t, v0, v1, · · · , vm−1)− Fα(x, t, w0, w1, · · · , wm−1)|
≤ C

∑
|α|≤m−1

(
1 + |vα|p + |wα|p

)
|vα − wα|; (2.7)

∣∣∣∂A
∂t

∣∣∣ ≤ C
(

1 +
∑

|α|≤m−1

|vα|p
)

; (2.8)

A(x, 0, 0, · · · , 0) = 0,

∫
Ω

A(x, t, u,Du, · · · , Dm−1u)dx ≥ 0, (2.9)

với hầu khắp t ∈ [0,+∞). Ở đây 2
n ≤ p ≤ 2

n−2 khi n > 2 và 1 ≤ p < +∞
khi n = 2. Toán tử vi phân L trên Q có cấp 2m với hệ số hàm aαβ ∈
C1(Q), aαβ(x, t) = (−1)|α|+|β|aβα(x, t), |α|, |β| = 0, 1, · · · , m, (x, t) ∈ Q.
Ta giả thiết rằng tồn tại hằng số dương θ sao cho

B[u, u; t] = (−1)m
∫
Ω

∑
|α|,|β|≤m

(−1)|α|aαβ(x, t)DαuDβu ≥ θ‖u‖2
H̊m(Ω)
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thỏa mãn với mọi u ∈ H̊m(Ω), với mọi t ≥ 0. Không gian Sobolev Hm,1
∗ (Q)

gồm tất cả các hàm u thỏa mãn u ∈ L∞
(
0,∞; H̊m(Ω)

)
, ut ∈ L∞

(
0,∞;L2(Ω)

)
,

utt ∈ L∞
(
0,∞;H−m(Ω)

)
với chuẩn

‖u‖Hm,1
∗ (Q) = ‖u‖

L∞

(
0,∞;H̊m(Ω)

) + ‖ut‖
L∞

(
0,∞;L2(Ω)

) + ‖utt‖
L∞

(
0,∞;H−m(Ω)

).
Tương tự, thay vì xét t ∈ [0,∞) ta xét t ∈ [0, T ] (0 < T <∞), ta có không

gian Sobolev Hm,1
∗ (QT ) với chuẩn ‖u‖Hm,1

∗ (QT ).

Định nghĩa 2.1. Với mỗi h ∈ L2

(
0,∞;L2(Ω)

)
, hàm u ∈ Hm,1

∗ (Q) được gọi

là nghiệm yếu toàn cục của bài toán (2.3)-(2.5) nếu u(x, 0) = 0, ut(x, 0) =
0, x ∈ Ω và đẳng thức

〈utt(t), v〉+B[u(t), v; t] +
∑

0≤|α|≤m−1

(
F (·, t, u,Du, · · · , Dm−1u), Dαv

)
=
(
h(·, t), v

)
(2.10)

thỏa mãn với tất cả v ∈ H̊m(Ω) và hầu khắp t ∈ [0,+∞). Thay vì t ∈ [0,∞)
ta xét t ∈ [0, T ] (0 < T < ∞), ta nói u ∈ Hm,1

∗ (QT ) là nghiệm yếu địa
phương của bài toán (2.3)-(2.5).

2.2. Sự tồn tại và tính duy nhất của nghiệm yếu địa phương

Định lý 2.2. Với mỗi h ∈ L2

(
0, T ;L2(Ω)

)
, bài toán (2.3)−(2.5) có nghiệm

yếu địa phương u ∈ Hm,1
∗ (QT ) và tồn tại hằng số C > 0 độc lập với u, h sao

cho

‖u‖2
Hm,1
∗ (QT )

≤ C
(
1 + ‖h‖2

L2(0,T ;L2(Ω))

)
(2.32)

Định lý 2.3. Với mỗi h ∈ L2

(
0, T ;L2(Ω)

)
, bài toán (2.3)−(2.5) có duy nhất

nghiệm yếu địa phương u ∈ Hm,1
∗ (QT ).

2.3. Sự tồn và tính duy nhất của nghiệm yếu toàn cục

Định lý 2.4. Với mỗi h ∈ L2

(
0,∞;L2(Ω)

)
, bài toán (2.3)−(2.5) có duy

nhất nghiệm yếu toàn cục u ∈ Hm,1
∗ (Q).
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Chương 3

BÀI TOÁN DIRICHLET-CAUCHY ĐỐI VỚI PHƯƠNG TRÌNH
HYPERBOLIC NỬA TUYẾN TÍNH TRONG CÁC MIỀN ĐA DIỆN

3.1. Bài toán Dirichlet-Cauchy đối với phương trình hyperbolic nửa tuyến

tính trong miền có cạnh

3.1.1. Mở đầu

Cho Ω là miền bị chặn trong Rn (n > 2) với biên ∂Ω bao gồm hai (n −
1)−phẳng Γ1,Γ2 giao nhau theo (n− 2)−phẳng l0 là đa tạp. Ta xét bài toán

sau:

utt + L(x, t, ∂)u = f(x, t, u,Du) + h(x, t), (x, t) ∈ QT , (3.4)

u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0, x ∈ Ω (3.5)

u|ST = 0, (3.6)

ở đây L là toán tử đạo hàm riêng cấp hai phân kỳ; f, h là các hàm đã cho.

Định nghĩa 3.1. Hàm u(x, t) gọi là nghiệm yếu của bài toán (3.4)−(3.6) trên
[0, T ] nếu u ∈ L2

(
0, T ; H̊1(Ω)

)
, ut ∈ L2

(
0, T ;L2(Ω)

)
, utt ∈ L2

(
0, T ;H−1(Ω)

)
đồng thời u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0, x ∈ Ω và đẳng thức

〈utt(t), v〉+B[u(t), v; t] =
(
f(·, t, u,Du), v

)
+
(
h(·, t), v

)
đúng với tất cả v ∈ H̊1(Ω) và hầu khắp t ∈ [0, T ]. Ở đây B là dạng song

tuyến tính ứng với L.

3.1.2. Bài toán tuyến tính

a. Sự tồn tại nghiệm của bài toán tuyến tính

Khi f(x, t, u,Du) ≡ 0 trên QT , ta có bài toán sau:

utt + L(x, t, ∂)u = h(x, t), (x, t) ∈ QT , (3.7)

u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0, x ∈ Ω (3.8)

u|ST = 0. (3.9)

Hàm u(x, t) được gọi là nghiệm yếu của bài toán (3.7)−(3.9) trên [0, T ] nếu

u ∈ L2

(
0, T ; H̊1(Ω)

)
, ut ∈ L2

(
0, T ;L2(Ω)

)
, utt ∈ L2

(
0, T ;H−1(Ω)

)
đồng
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thời u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0, x ∈ Ω và

〈utt(t), v〉+B[u(t), v; t] =
(
h(·, t), v

)
(3.10)

thỏa mãn với tất cả v ∈ H̊1(Ω) và với hầu khắp t ∈ [0, T ].

Định lý 3.1. Nếu h ∈ C
(
0, T ;L2(Ω)

)
thì bài toán (3.7)−(3.9) có duy nhất

nghiệm yếu u(t) ∈ H̊1(Ω), t ∈ [0, T ] thỏa mãn

‖u(t)‖2
H̊1(Ω)

+ ‖ut(t)‖2
L2(Ω) ≤ C

t∫
0

‖h(s)‖2
L2(Ω), ∀t ∈ (0, T ], (3.11)

với C là hằng số dương phụ thuộc vào Ω, T và các hệ số của toán tử L.

b. Tính trơn của nghiệm yếu theo biến thời gian của bài toán tuyến tính

Định lý 3.2. Cho k ∈ N, htj ∈ C
(
[0, T ];L2(Ω)

)
, j = 0, 1, · · · , k. Khi đó bài

toán (3.7)−(3.9) có nghiệm yếu u thỏa mãn

utj ∈ C
(
0, T ; H̊1(Ω)

)
, j = 0, 1, · · · , k, (3.39)

k∑
j=0

‖utj(t)‖2
H̊1(Ω)

+ ‖utk+1‖2
L2(Ω) ≤ C

k∑
j=0

t∫
0

‖htj(s)‖2
L2(Ω)ds (3.40)

với ∀t ∈ [0, T ].

Ta nói rằng hàm u thuộc H k
a , nếu u ∈

k⋂
j=0

C(j)
(
0, T ;Hk−j

a (Ω)
)
. Với mỗi

u ∈H k
a và với mỗi t ∈ [0, T ], ta định nghĩa các chuẩn sau

‖u(t)‖2
H k
a (Ω) =

k∑
j=0

‖utj(t)‖2
Hk−j
a (Ω)

và ‖u‖H k
a

=
k∑
j=0

‖utj‖C
(

[0,T ];Hk−j
a (Ω)

).
Định lý 3.3. Cho k ∈ N, k ≥ 2 và giả thiết rằng htj ∈ C

(
0, T ;Hk−j

a (Ω)
)
,

0 ≤ j ≤ k − 1, htj(x, 0) = 0, 0 ≤ j ≤ k − 2 và k + 1 − a < π

ω
, a ∈ [0, 1].

Khi đó nghiệm yếu u của bài toán (3.7)−(3.9) thuộc H k
a và

‖u(t)‖2
H k
a (Ω) ≤ C

t∫
0

‖h(s)‖2
H k−1
a (Ω)

ds, t ∈ (0, T ]. (3.56)
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3.1.3. Bài toán nửa tuyến tính

Bổ đề 3.1. Cho vi ∈ C(ki)
(
0, T ;H l−ki

a (Ω)
)
, i = 1, · · · ,m, ở đây l, ki là

m + 1 số nguyên dương thỏa mãn l ≥ n

2
+ a + 1, 0 ≤ k1 ≤ l − 1, ki ≤

l − 1 −
[n

2

]
, i = 2, · · · ,m. Giả thiết rằng các đa chỉ số αi (i = 1, · · · ,m)

thỏa mãn |α1| ≤ l − k1 − 1, |αi| ≤ l − ki − 1−
[
n
2

]
, và

m∑
i=1
|αi| ≤ l −

m∑
i=1

ki.

Khi đó

‖raDν1v1 · · ·Dνmvm‖L2(Ω) ≤
m∏
i=1

‖vi‖H l−ki
a (Ω)

. (3.67)

Hàm f(x, t, v1, · · · , vn+1) thuộc lớp C(k),1(QT ×Rn+1) nếu f ∈ C(k)(QT ×
Rn+1) và Dαf(x, t, ·) là hàm liên tục Lipschitz địa phương theo n + 1 biến

v1, · · · , vn+1, với mỗi (x, t) ∈ QT , |α| ≤ k. Cho f ∈ C(k),1(QT × Rn+1) và

với mỗi hằng số b ≥ 0, ta kí hiệu

M(b) = max
|α|≤k

sup
(x,t)∈QT

sup
|vi|≤Cb

|Dαf(x, t, v1, · · · , vn+1)|,

ở đây C là hằng số dương đã cho.

Bổ đề 3.2. Cho k ≥ a+
n

2
, f ∈ C(k),1(QT ×Rn+1) và cho các hàm u1, u2 ∈

H k+1
a thỏa mãn bất đẳng thức

max
t∈[0,T ],i∈{1,2}

‖ui(t)‖H k+1
a
≤ b, (3.69)

với b là hằng số không âm. Đặt Fi(x, t) = f(x, t, ui, Dui), i = 1, 2. Khi đó

(i) Fi ∈ H k
a , i = 1, 2 và tồn tại hằng số dương C sao cho với mỗi t ∈

(0, T ), bất đẳng thức sau thỏa mãn

‖Fi(t)‖H k
a
≤ CM(b)

(
1 + ‖ui(t)‖kH k+1

a

)
, i = 1, 2; (3.70)

(ii) Tồn tại hằng số K(b) > 0 sao cho với mỗi t ∈ (0, T ), ta có

‖F1(t)− F2(t)‖H k
a
≤ K(b) ‖u1(t)− u2(t)‖H k+1

a
(3.71)

Định lý 3.4. Cho k ≥ a+
n

2
, k+1−a < π

ω
, a ∈ [0, 1] và cho h ∈H k−1

a , f ∈
C(k−1),1(Qτ×Rn+1) thỏa mãn htj(x, 0) = 0, ftj(x, 0, v, v1) = 0, 0 ≤ j ≤ k−2.

Khi đó bài toán (3.4)−(3.6) có duy nhất nghiệm u ∈H k
a và

‖u‖H k
a
≤ C(1 + ‖h‖H k−1

a
), (3.72)

ở đây C là hằng số độc lập với u.
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3.2. Bài toán Dirichlet-Cauchy đối với phương trình hyperbolic nửa tuyến

tính trong miền nón có cạnh

3.2.1. Mở đầu

Cho

K =

{
x ∈ R3 :

x

|x|
∈ Ω

}
là một nón bị chặn có đỉnh tại gốc tọa độ. Giả thiết rằng biên ∂K bao gồm

đỉnh x = 0, các cạnh (các nửa đường thẳng) M1, · · · ,Md xuất phát từ đỉnh,

các mặt nhẵn (lớp C∞) Γ1, · · · ,Γd và Ω là một miền kiểu đa giác nằm trên

mặt cầu đơn vị S2 tâm tại gốc, có các đỉnh là giao điểm củaMk, k = 1, · · · , d
với S2 và các cạnh là γk = Γk ∩ S2, k = 1, · · · , d. Cho 0 < T < ∞, đặt

KT = K × (0, T ), ∂KT =
d⋃
i=1

Γi × (0, T ). Ta xét bài toán:

utt(x, t) + L(x, t, ∂)u = f(x, t, u) + h(x, t), (x, t) ∈ KT , (3.79)

u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0, x ∈ K (3.80)

u|∂KT = 0, (3.81)

trong đó f và h là các hàm đã cho.

Định nghĩa 3.2. Hàm u(x, t) gọi là nghiệm yếu của (3.79)−(3.81) trên [0, T ]

nếu u ∈ L2

(
0, T ; H̊1(K)

)
, ut ∈ L2

(
0, T ;L2(K)

)
, utt ∈ L2

(
0, T ;H−1(K)

)
sao

cho u(x, 0) = ut(x, 0) = 0, ∀x ∈ K và đẳng thức(
utt(t), v

)
+B

[
u, v; t

]
=
(
f(t, u(t)), v

)
+
(
h(t), v

)
, (3.82)

thỏa mãn với mọi v ∈ H̊1(K) và hầu khắp t ∈ [0, T ].

3.2.2. Bài toán tuyến tính

a. Sự tồn tại duy nhất nghiệm yếu của bài toán tuyến tính

Khi f(x, t, u) ≡ 0 trên KT , ta có bài toán:

utt(x, t) + L(x, t, ∂)u = h(x, t), (x, t) ∈ KT , (3.83)

u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0, x ∈ K (3.84)

u|KT = 0. (3.85)

Hàm u(x, t) được gọi là nghiệm yếu của bài toán (3.83)−(3.85) trên [0, T ]

nếu u ∈ L2

(
0, T ;H1(K)

)
, ut ∈ L2

(
0, T ;L2(K)

)
, utt ∈ L2

(
0, T ;H−1(K)

)
sao
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cho u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0 và đẳng thức

〈utt(t), v〉+B[u(t), v; t] =
(
h(t), v

)
(3.86)

thỏa mãn với tất cả v ∈ H̊1(K) và hầu khắp t ∈ [0, T ].

Định lý 3.5. Với mỗi h ∈ C
(
0, T ;L2(K)

)
và giả thiết rằng các hệ số của

toán tử L thỏa mãn

sup
1≤i,j≤n

{|aij(x, t)|, |bi(x, t)|, |c(x, t)| : (x, t) ∈ KT} ≤ µ, µ = const.

Khi đó bài toán (3.83)−(3.85) có duy nhất nghiệm yếu u(t), t ∈ [0, T ] thỏa

mãn

‖u(t)‖2
H̊1(K)

+ ‖ut(t)‖2
L2(K) ≤ C

t∫
0

‖h(s)‖2
L2(K)ds, (3.87)

với ∀t ∈ (0, T ]. Ở đây C là hằng số dương chỉ phụ thuộc vào K, T và các hệ

số hàm của toán tử L.

b. Tính trơn của nghiệm yếu theo biến thời gian của bài toán tuyến tính

Sau đây ta sử dụng các giả thiết:

(T1) Giả sử tồn tại hằng số µ > 0 sao cho

sup
1≤i,j≤n

{|aijts(x, t)|, |bits(x, t)|, |cts(x, t)| : (x, t) ∈ KT , s = 0, 1, 2} ≤ µ.

(T2) Giả sử β ∈ R, δ = (δ1, · · · , δd) ∈ Rd sao cho β, δk ∈ [0, 1], k = 1, · · · , d.

(T3) Giả sử rằng dải đóng các số thực nằm giữa hai đường thẳng λ = −1
2 và

λ = 1
2 − β không chứa các giá trị riêng của toán tử pencil U(λ, t), t ∈

[0, T ] và −δ(k)
+ < δk − 1 < δ

(k)
− , k = 1, · · · , d.

Định lý 3.6. Cho m ∈ N, htk ∈ C
(
[0, T ];L2(K)

)
, k = 0, 1, · · · ,m và giả sử

(T1) thỏa mãn. Khi đó bài toán (3.83)−(3.85) có nghiệm yếu u(t), t ∈ [0, T ]

thỏa mãn

utk ∈ C
(
0, T ; H̊1(K)

)
, k = 0, 1, ·,m, ∀t ∈ [0, T ], (3.88)

m∑
k=0

‖utk(t)‖2
H̊1(K)

+ ‖utm+1‖2
L2(K) ≤ C

m∑
k=0

t∫
0

‖htk(s)‖2
L2(K)ds. (3.89)
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Một hàm u thuộc không gian H l
β,δ nếu u ∈

l⋂
j=0

C(j)
(
0, T ;V l−j

β,δ (K). Với mỗi

u ∈H l
β,δ và với mỗi t ∈ [0, T ], ta định nghĩa các chuẩn sau

‖u(t)‖2
l,β,δ =

l∑
j=0

‖utj(t)‖2
V l−jβ,δ (K)

và ‖u‖H l
β,δ

=
k∑
j=0

‖utj‖C(0,T ;V l−jβ,δ (K)).

Định lý 3.7. Giả sử (T1), (T2), (T3) cùng các điều kiện sau thỏa mãn

(i) htk ∈ V 0
β,δ(KT ), k = 0, 1, 2.

(ii) h(x, 0) = 0.

Nếu u(t) ∈ H̊1(K) là nghiệm yếu trên [0, T ] của (3.83)−(3.85) thì u ∈H 2
β,δ

và

‖u(t)‖2
2,β,δ ≤ C

t∫
0

‖h(s)‖2
1,β,δds, t ∈ [0, T ]. (3.90)

3.2.3. Bài toán nửa tuyến tính

Đối với hàm f : R3× [0,+∞)×R→ R, (x, t, p) 7→ f(x, t, p), ta ký hiệu

ft(x, t, p) =
∂f

∂t
(x, t, p); fx(x, t, p) =

∂f

∂x
(x, t, p); fp(x, t, p) =

∂f

∂p
(x, t, p). Với

hằng số α ∈ [0, 2], ta nói rằng hàm f(x, t, u) thỏa mãn điều kiện (F) nếu

các điều kiện sau đồng thời xảy ra

|fx(x, t, p)| ≤ C|p|α+1; (3.100)

|ft(x, t, p)| ≤ C|p|α+1; (3.101)

|fp(x, t, p)| ≤ C(1 + |p|α); (3.102)

|f(x, t, p)− f(x, t, q)| ≤ C(|p|α + |q|α)|p− q|; (3.103)

|fx(x, t, p)− fx(x, t, q)| ≤ C(|p|α + |q|α)|p− q|; (3.104)

|ft(x, t, p)− ft(x, t, q)| ≤ C(|p|α + |q|α)|p− q|; (3.105)

|fp(x, t, p)− fp(x, t, q)| ≤ C(|p|α−1 + |q|α−1)|p− q|. (3.106)

Bổ đề 3.3. Cho α ∈ [0, 2], giả thiết (T2), (F) thỏa mãn và f(x, 0, 0) = 0.

Khi đó với mọi u1, u2 ∈ H 2
β,δ sao cho max

t∈[0,T ],i∈{1,2}
‖ui‖H 2

β,δ
≤ R, đặt Fi(t) =

f
(
x, t, ui(t)

)
, i = 1, 2 thì
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(a) Fi ∈H 1
β,δ, i = 1, 2 và tồn tại hằng số C > 0 độc lập với u1, u2 sao cho

với mỗi t ∈ [0, T ], i = 1, 2, ta có

‖Fi(t)‖2
1,β,δ ≤ C

(
‖ui(t)‖2

V 2
β,δ(K) + ‖ui(t)‖2(α+1)

V 2
β,δ(K)

)
. (3.108)

(b) Tồn tại hằng số CR > 0 phụ thuộc R sao cho với ∀t ∈ [0, T ], ta có

‖F1(t)− F2(t)‖1,β,δ ≤ CR‖u1(t)− u2(t)‖2,β,δ. (3.109)

Định lý 3.8. Cho α ∈ [0, 2], giả sử (T1), (T2), (T3), (F) thỏa mãn và h ∈
L2

(
0, T ; H 1

β,δ

)
, htk ∈ V 0

β,δ(KT ), k = 0, 1, 2; f(x, 0, 0) = 0, h(x, 0) = 0. Khi

đó bài toán (3.79)−(3.81) có duy nhất nghiệm yếu u ∈H 2
β,δ trên [0, τ ], 0 <

τ ≤ T và

‖u‖2
H 2
β,δ
≤ C

(
1 + ‖h‖2

L2(0,T ;H 1
β,δ)

)
, (3.127)

ở đây C là hằng số dương không phụ thuộc u.

Bổ đề 3.4. Cho g : [0,+∞)→ [0,+∞) là hàm không giảm và tồn tại ε > 0

sao cho g|[0,ε] ∈ C1([0, ε]), g(0) = g′(0) = 0. Khi đó tồn tại 0 < ε1 < ε2 phụ

thuộc số b > 0 nào đó và ε1 là duy nhất thỏa mãn

b+Mg(x) > x, với 0 ≤ x < ε1, (3.133)

b+Mg(x) < x, với ε1 < x < ε2 (3.134)

với b đủ nhỏ.

Định lý 3.9. Giả sử các giả thiết trong Định lý 3.8 thỏa mãn. Khi đó bài

toán (3.79)−(3.81) có duy nhất nghiệm yếu u ∈H 2
β,δ trên [0, T ] và

‖u(t)‖2
2,β,δ ≤ C

(
1 + ‖h‖2

L2(0,T ;H 1
β,δ)

)
, ∀ t ∈ (0, T ],

ở đây C là hằng số độc lập với u.
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Chương 4

PHƯƠNG TRÌNH TRUYỀN SÓNG NỬA TUYẾN TÍNH

VỚI CẤU TRÚC TẮT DẦN

4.1. Thiết lập bài toán

Cho (X, ‖ · ‖) là không gian Banach, chúng ta xét phương trình truyền

sóng nửa tuyến tính với cấu trúc tắt dần gồm các điều kiện ban đầu không

địa phương có dạng sau

utt(t) + ρAut(t) +A2u(t) = f(t, u(t)), t > 0 (4.8)

u(0) + g(u) = x0, ut(0) + h(u) = y0, (4.9)

ở đây A : D(A) ⊂ X −→ X là toán tử tuyến tính đóng, ρ ≥ 2 là hằng số

đã cho, x0 ∈ D(A), y0 ∈ X và g, h, f là các hàm đã cho.

Định nghĩa 4.1. Một hàm u ∈ C([0, T ];X) được gọi là nghiệm mềm của

bài toán (4.8)−(4.9) trên [0, T ] nếu

u(t) = S2(t)
(
x0 − g(u)

)
+

t∫
0

S2(t− s)S1(s)v0ds

+

t∫
0

s∫
0

S2(t− s)S1(s− τ)f
(
τ, u(τ)

)
dτds, (4.16)

với bất kỳ t ∈ [0, T ], ở đây v0 = y0 − h(u) + σ2A
(
x0 − g(u)

)
.

4.2. Sự tồn tại nghiệm mềm của bài toán

Giả thiết rằng

(A) Toán tử −A sinh ra C0−nửa nhóm liên tục chuẩn {T (t)}t≥0 trên không

gian Banach X.

(G) Hàm g : C
(
[0, T ];X

)
−→ D(A) được xác định bởi các điều kiện:

(i) g là hàm liên tục và tồn tại hàm θg : R+ → R+ là hàm không giảm sao

cho

‖g(u)‖D(A) ≤ θg(‖u‖C), ∀u ∈ C([0, T ];X). (4.17)
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(ii) Tồn tại các hằng số không âm ηg, ξg sao cho với mọi tập bị chặn Ω ⊂
C([0, T ];X),

χ(g(Ω)) ≤ ηg χT (Ω), (4.18)

χ(Ag(Ω)) ≤ ξg χT (Ω). (4.19)

(H) Hàm h : C([0, T ];X) −→ X thỏa mãn các điều kiện sau

(i) Tồn tại θh : R+ → R+ là hàm liên tục, không giảm sao cho

‖h(u)‖X ≤ θh(‖u‖C), ∀u ∈ C([0, T ];X), (4.20)

(ii) Tồn tại hằng số dương ηh sao cho

χ
(
h(Ω)

)
≤ ηh χT (Ω), (4.21)

với tất cả các tập bị chặn Ω ⊂ C([0, T ];X).

(F) Hàm phi tuyến f : R+ ×X −→ X thỏa mãn

(i) f
(
·, v
)
là hàm đo được đối với mỗi v ∈ X, f(t, ·) liên tục hầu khắp đối

với t ∈ [0, T ] và

‖f
(
t, v
)
‖X ≤ m(t)θf(‖v‖X), (4.22)

với tất cả v ∈ X, t ∈ [0, T ], ở đây m ∈ L1([0, T ]), θf : R+ → R+ là hàm

liên tục, không giảm.

(ii) Nếu {T (t)}t≥0 không là nửa nhóm compact thì tồn tại hàm ηf : R+ →
R+ thỏa mãn ηf ∈ L1(0, T ) và

χ
(
f(t,Ω)

)
≤ ηf(t)χT (Ω), (4.23)

với tất cả các tập bị chặn Ω ⊂ X.

Đặt

S1(t) = T (σ1t), S2(t) = T (σ2t), σ1 + σ2 = ρ, σ1σ2 = 1, 0 < σ1 < σ2.

Ta kí hiệu BR = {u ∈ C := C([0, T ];X) : ‖u‖C ≤ R}, ở đây R là số

thực dương đã được chọn. Ta thấy rằng BR là tập con đóng, lồi, bị chặn của
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C([0, T ];X). Ta định nghĩa toán tử nghiệm F : BR → C như sau:

F (u)(t) = S2(t)(x0 − g(u)) +

t∫
0

S2(t− s)S1(s)v0ds

+

t∫
0

s∫
0

S2(t− s)S1(s− τ)f
(
τ, u(τ)

)
dτds, (4.24)

với mọi u ∈ BR và với mọi t ∈ [0, T ].

M = sup
t∈[0,T ]

‖S2(t)‖L(X),ΛT = sup
t∈[0,T ]

t∫
0

‖S2(t− s)S1(s)‖L(X)ds,

ΓT = sup
t∈[0,T ]

t∫
0

s∫
0

‖S2(t− s)S1(s− τ)‖L(X)m(τ)dτds.

ΘT =


0, nếu nửa nhóm {T (t)}t≥0 là compact,

sup
t∈[0,T ]

t∫
0

s∫
0

‖S2(t− s)S1(s− τ)‖L(X)ηf(τ)dτds, các trường hợp khác.

Bổ đề 4.1. Giả sử (A), (G), (H), (F) thỏa mãn và nếu

lim inf
n→∞

1

n

[
Mθg(n) + (θh(n) + σ2θg(n))ΛT + θf(n)ΥT

]
< 1 (4.25)

thì luôn tồn tại số thực dương R để sao cho F (BR) ⊂ BR.

Bổ đề 4.2. Giả sử các giả thiết của Bổ đề 4.1 thỏa mãn. Khi đó

χT
(
F (D)

)
≤
[
Mηg + 4

(
ηh + σ2ξg)ΛT + 8ΘT

]
χT (D), (4.31)

với tất cả các tập bị chặn D ⊂ BR.

Định lý 4.1. Giả sử các giả thiết của Bổ đề 4.2 được thỏa mãn và

l := Mηg + 4(ηh + σ2ξg)|ΛT + 8ΘT < 1. (4.41)

Khi đó bài toán (4.8)-(4.9) có ít nhất một nghiệm trên [0, T ].

4.3. Sự tồn tại nghiệm mềm phân rã của bài toán

Ta xét toán tử nghiệm F trên tập sau:

BCγ
R(β) = BR ∩

{
v ∈ BC(R+;X) : sup

t∈R+

eγt‖v(t)‖X ≤ β
}
,
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ở đây BR là hình cầu đóng trong BC(R+;X) có tâm tại gốc, bán kính R; β

và γ là các số thực dương sẽ được lựa chọn sau.

Trong mục này ta sử dụng các giả thiết:

(A∗) Toán tử −A là phần tử sinh của C0−nửa nhóm liên tục chuẩn {T (t)}t≥0

sao cho ‖T (t)‖L(X) ≤ Ce−δt, t ≥ 0, ở đây C, δ là các hằng số dương.

(G∗) Giả thiết (G) thỏa mãn với bất kỳ T > 0.

(H∗) Giả thiết (H) thỏa mãn với bất kỳ T > 0.

(F∗) Giả thiết (F) thỏa mãn với θf(r) = r, ηf ∈ L∞(R+) và m ∈ L1
loc(R+)

sao cho

K = sup
s≥0

s∫
0

e−(δσ1−γ)(s−τ)m(τ)dτ < +∞.

Ta đặt

M∞ = sup
t∈R+

‖S2(t)‖L(X),Λ∞ = sup
t∈R+

t∫
0

‖S2(t− s)S1(s)‖L(X)ds,

Γ∞ = sup
t∈R+

t∫
0

s∫
0

‖S2(t− s)S1(s− τ)‖L(X)m(τ)dτds.

Θ∞ =


0, nếu nửa nhóm {T (t)}t≥0 là compact,

sup
t∈R+

t∫
0

s∫
0

‖S2(t− s)S1(s− τ)‖L(X)ηf(τ)dτds, các trường hợp khác.

Trong các phát biểu và chứng minh dưới đây, ta luôn chọn γ ∈ (0, δσ1] là cố

định.

Bổ đề 4.3. Giả sử (A∗), (G∗), (H∗), (F∗) thỏa mãn và nếu

lim inf
n→∞

1

n

[
M∞θg(n) +

(
θh(n) + σ2θg(n)

)
Λ∞
]

+ Γ∞ < 1, (4.42)

và
KC2

δσ2 − γ
< 1 (4.43)

thì tồn tại các số dương R, β sao cho F
(
BCγ

R(β)
)
⊂ BCγ

R(β).

Bổ đề 4.4. Giả sử (A∗), (G∗), (H∗), (F∗) thỏa mãn. Khi đó ta luôn có

χ∗
(
F (D)

)
≤
[
M∞ηg + 4

(
ηh + σ2ξg

)
Λ∞ + 8Θ∞

]
χ∗(D), (4.51)

với tất cả các tập bị chặn D ⊂ BCγ
R(β).
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Định lý 4.2. Giả sử các giả thiết của Bổ đề 4.3 thỏa mãn và

l∞ := M∞ηg + 4
(
ηh + σ2ξg)Λ∞

)
+ 8Θ∞ < 1. (4.59)

Khi đó bài toán (4.8), (4.9) có ít nhất một nghiệm mềm xác định trên R+

thỏa mãn eγt‖u(t)‖X = O(1) khi t→ +∞.
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KẾT LUẬN

1. Kết quả đạt được

1. Sự tồn tại và tính duy nhất nghiệm yếu trên [0,+∞) của bài toán giá

trị biên ban đầu đối với phương trình hyperbolic nửa tuyến tính cấp cao

trong các hình trụ không trơn.

2. Sự tồn tại duy nhất và biểu diễn tính chính quy của nghiệm yếu trên

[0, T ] (0 < T < +∞) theo biến thời gian trong không gian Sobolev có

trọng của bài toán Dirichlet-Cauchy đối với phương trình hyperbolic nửa

tuyến tính cấp hai trong miền có cạnh, miền nón có cạnh.

3. Sự tồn tại nghiệm mềm phân rã tốc độ theo cấp mũ của phương trình

truyền sóng nửa tuyến tính với cấu trúc tắt dần cùng điều kiện ban đầu

không địa phương trong miền trơn và miền không trơn với điểm nón trên

biên trong R2, phương trình của bài toán xét với lớp hàm phi tuyến có

giá trị trong không gian Banach liên tục bị chặn.

2. Kiến nghị một số vấn đề nghiên cứu tiếp theo

Xuất phát từ các kết quả đã đạt được trong quá trình nghiên cứu, một số

vấn đề mà chúng tôi muốn kiện nghị cần tiếp tục nghiên cứu:

• Biểu diễn tiệm cận của nghiệm của bài toán Dirichlet-Cauchy đối với

phương trình hyperbolic phi tuyến trong các miền có cạnh.

• Sự tồn tại duy nhất, tính chính quy, biểu diễn tiệm cận của nghiệm

của bài toán Dirichlet-Cauchy đối với phương trình hyperbolic phi tuyến

trong miền đa diện.

• Sự tồn tại nghiệm mềm phân rã của phương trình truyền sóng có cấu

trúc tắt dần với trễ vô hạn cùng điều kiện ban đầu không địa phương.
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